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SUCCESSIONI

Prerequisiti

Per la buona comprensione del materiale di seguito presentato € necessaria, come
prerequisito, la conoscenza delle seguenti definizioni:

Successione numerica

Successione atermini positivi (negativi), successione costante

Successione limitata, limitata superiormente, limitata inferiormente
Successione monotona crescente, decrescente, non crescente, non decrescente
Maggiorante, minorante

Definitivamente

Limite (e annessi e connessi)

Successione convergente, divergente, oscillante, regolare, irregolare

Coppie convergenti

Simboli di Landau, infinitesimi e infiniti, ordine di grandezza
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E’ inoltre necessario conoscere i seguenti teoremi:
0 Limitatezzadelle successioni convergenti
0 Permanenzadel segno
0 Regolaritadelle successioni monotone

Criteri per I'analisi del carattere di una successione
Negli esercizi presentati si fauso dei principali criteri di determinazione del carattere di
una successione che riassumiamo nella seguente tabella.

(Nota: col simbolo“ ® " si intenderasempre “tendea... per N chetendea +¥ ")



Criterio Descrizione

del confronto se a, £b, £ ¢, definitivamentee a,,b,® L P b ® L

dellaradice se a, >0 definitivamente e
o gfa, £r <1 definitivamente P a, ® 0"
o 1<r £1fa, definitivamente b a, ® +¥

del rapporto se a, >0 definitivamente e

0 %Er <1 definitivamente P a_ ® 0°

0 1<r 5% definitivamente b a_ ® +¥

monotonia se a, émonotonae limitataalora a, converge

coppieconvergenti |se a €& monotona crescente, b & monotona decrescente,
a,£h "nea ~b dloraa,b ® L=supa, =infb,

sviluppi in serie guando possibile si sostituiscono le funzioni contenute nel termine
generale con i relativi sviluppi in serie riducendo il termine
generale aun polinomio razional e facilmente valutabile

Sviluppi in serie

Riportiamo, per praticitq gli sviluppi in serie piu frequentemente utilizzati nella
determinazione del carattere di una successione. Qui con e, intendiamo una qualunque
successione infinitesima non necessariamente di segno costante.
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Formuledi De Moivre-Stirling
Inn!'=ninn- n+In/2pn+o(l)
n'=n"e"y2pn+0(1)

Disuguaglianza di Bernoulli
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Successioni notevali
E opportuno conoscere un congruo numero di successioni notevoli alle quali

ricondursi, ove cio siapossibile, per stabilireil carattere della successione.

1 : : . -
0 a,=— : successione armonica. E' monotona decrescente e limitata quindi
n

converge (a0") e il limite della successione s ricava facilmente applicando la
definizione.

1 : . :
0 a, = . successione armonica generalizzata. E' monotona decrescente e
n

limitata quindi converge (a0") " p>0. E' monoctona crescente e illimitata
quindi diverge (a +¥ ) " p<0. E’ costante e convergealper p=0.

0 a,=a,+dn con di R : successione aritmetica. E monotona (il verso dipende
dal segnodi d) manon e limitata quindi diverge.

o a =q" con qi R: successione geometrica, per la quale, affermiamo (ma non
dimostriamo) che:

i +¥ g>1

lor o<qg<1
an®!O -1<g<0

:::oscilla qf-1

1q q=01

0 a, :gi+ﬁg ® e : Successione di Nepero. Per verificarne il carattere e
a
N+l

necessario definire una successione bn:gi+ﬁg . S verifica che a, €
2}

monotona crescente e b, €& monotona decrescente ovvero, usando la

disuguaglianza di Bernoulli, che B >1eche % >1. Inoltre s verifica che

an—l n
a, <b eche a, ~b (omettiamo i passaggi esposti in aula). Dacio s conclude
che a,,b, formano una coppia convergente.
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Calcolareil limite della successione a, = S

In 1+e
In8(1+e ® Ine=1
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Calcolareil limite dellasuccessione a, =€ gHsmﬁo :
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Tentiamo di trasformare il termine della successione in qualcosa di piu semplice da

1
trattare. Il trucco é quello di studiare b, =Ina, =-n+n Ingi+sm—o

ng
Orasfruttiamo gli sviluppi in serie per arrivare ad avere una espressione razionale.
1 1 &l 0

Cominciamo quindi con lo sviluppo del seno: Smﬁ__JrOSn Sara sufficiente
]

arrestare lo sviluppo a primo termine? non lo sapremo sino ala fine dei calcoli quindi
non ci resta che tentare. Se il primo termine non fosse sufficiente dovremo tornare
indietro e aggiungere un altro termine alo sviluppo.

1 . . . . :
Dunque b =-n+n? Inel+ +o§en % Ora sviluppiamo il logaritmo ponendoci
nuovamente il problema del punto di arresto dello sviluppo. Proviamo a vedere cosa

1 1 1 1

succede se ci fermiamo al primo termine: Ine1_+ +0Z o o 0, :
gn % n gn ra gn@

1 termine
Poiché della somma di un termine che tende a zero piu rapidamente di n'* e di un
termine che tende a zero piu rapidamente di n"* possiamo solo dire che tende a zero piul
rapidamente di n'*, lo sviluppo del nostro logaritmo arrestato al primo termine diventa

dunque In e1_+ +O§enl i_% +o§e—19 Dovendo perd moltiplicare questa quantita per



n?, cid che otteniamo & una quantitadivergente. Siamo dungue costretti ad aggiungere
un ulteriore termine al nostro sviluppo:

Ine1_+ +0 aey 1 ael C-E% aelou +0 xl 0:1_1%+08ei22 dove il
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1 termine 2° termine resto
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doppio prodotto del secondo termine é stato inglobato in Ogn perche tendente a zero
2

pit rapidamentedi n 2.
Orariportiamo lo sviluppo nella nostra espressione che &, finalmente, razionale:
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Osserviamo che, per fortuna, 1o sviluppo del seno arrestato al primo termine e stato
sufficiente ai nostri scopi.
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Calcolareil limite della successione a, = n? In?- E2+n
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Anche in questo caso conviene sviluppare in serie il logaritmo. Poiché questi andra
moltiplicato per n*, forti dell’ esperienza precedente, proseguiremo lo sviluppo sino al
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Sviluppiamo in serie la potenza del binomio fermandoci a primo termine:
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